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摘    要  

這篇論文的目的，是要詳細解釋用波利亞計數方法來求解環狀排列問 

題的基本原理。為了達到這個目的，一開始對循環群的概念做了介紹。 

其次是伯恩賽定理的說明。接下來闡述波利亞計數方法的細節，最後 

藉由波利亞計數定理，設法建立一個可計算任何環狀排列問題的公式， 

並舉出實例，以顯示其實用價值。 
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Abstract        

The purpose of this thesis is to explain the basic principles of the circular permutations 

using the Pólya′s enumeration method. Firstly , we introduce the concept of the  

cyclic groups. Secondly , we illustrate the Burnside theorem , and then elaborate the  

Pólya′s enumeration method. Finally , we establish a formula that can calculate any  

type of the circular permutations by the Pólya′s enumeration method. And we also  

give several examples to reveal the results. 
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1 循環群的簡介 

1.1 循環群   

【定義 1.1.1】假設ܩ是一個群，ߪ ∈ ൏	所產生的群 ߪ	若，ܩ ߪ ൐ൌ ൛ߪ௜：݅ ∈ চൟ 

就是	ܩ，則	ܩ	是一個循環群。 

由定義 1.1.1 知道，若元素	ߪ的階，寫成	݋ሺߪሻ，是自然數݊，即	݋ሺߪሻ ൌ ݊，那 

麼可進一步得出	ܩ ൌ ሼ݁, ,ߪ ⋯,ଶߪ ,  。௡來表示ܥ	௡ିଵሽ，它是一個n階循環群，常用ߪ

【定義 1.1.2】假設	ߨ	是	ܶ ൌ ሼ1,2,⋯ , ݊ሽ上的置換，從任意數字	ܽଵ開始		ߨሺܽଵሻ ൌ 

ܽଶ	，ߨሺܽଶሻ ൌ ܽଷ，⋯，ߨ൫ܽ௣ିଵ൯ ൌ ܽ௣，ߨ൫ܽ௣൯ ൌ ܽଵ，就稱ሺܽଵ, ܽଶ,⋯ , ܽ௣ሻ是ߨ的 

一個長度為	݌的循環節，或	݌ െ循環節。 

在定義 1.1.2 中，ߨ	可以分成若干個互不相交的循環節的乘積。 

 

圖(一) 

如圖(一) 在正方形四個頂點上分別標示出 1、2、3、4四個數字，以正方形 

的中心為圓心，沿逆時鐘方向轉動	90°的群元素	ߪ ൌ ሺ1,2,3,4ሻ；轉動180° 

的群元素	ߪଶ ൌ ሺ1,3ሻሺ2,4ሻ；轉動	270°的群元素	ߪଷ ൌ ሺ1,4,3,2ሻ；	而	ߪସ ൌ ݁ 

ൌ ሺ1ሻሺ2ሻሺ3ሻሺ4ሻ，可視為轉動360°或不動的群元素。這四個元素構成一個四 

階循環群		ܥସ ൌ ሼ݁, ,ߪ ,ଶߪ  。ଷሽߪ

循環群有許多重要性質。下面要介紹兩個特別有用的循環群定理。 
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【定理 1.1.3】 設	ܥ௡ ൌ ሼ݁, ,ߪ ⋯,ଶߪ , ሻߪሺ݋，௡ିଵሽߪ ൌ ݊，若	ߪ௧	߳		ܥ௡，且 

			݃ܿ݀ሺݐ, ݊ሻ ൌ ݀，則	݋ሺߪ௧ሻ ൌ ௡

ௗ
 .  

證明： 假設	݋ሺߪ௧ሻ ൌ ,ݐ݃ܿ݀ሺ	因， ݏ ݊ሻ ൌ ݀，可令	݊ ൌ ݊ᇱ݀，ݐ ൌ  且 ݀′ݐ

		݃ܿ݀ሺݐ′, ݊′ሻ ൌ 1。由於ሺߪ௧ሻ௡
ᇲ
ൌ ሺߪ௡ሻ௧

ᇲ
ൌ ݁ ，所以	ݏ	是	݊ᇱ的因數，即 

   ሺ1ሻ	⋯ ′݊│ݏ

另外，ሺߪ௧ሻ௦ ൌ ௧௦ߪ ൌ ݁，所以	݊是	ݏݐ	的因數，但	݃ܿ݀ሺݐ′, ݊′ሻ ൌ 1，於是得出 

 ሺ2ሻ	⋯ ݏ│′݊		

綜合上面 (1)、(2)，得	ݏ ൌ ݊′，因此	݋ሺߪ௧ሻ ൌ ݏ ൌ ݊′ ൌ ௡

ௗ
  ∎    

【定理 1.1.4】 設	ܥ௡ ൌ ሼ݁, ,ߪ ⋯,ଶߪ , ሻߪሺ݋， ௡ିଵሽߪ ൌ ݊，若	ߪ௧	߳		ܥ௡，且 

			݃ܿ݀ሺݐ, ݊ሻ ൌ ݀，則	ߪ௧	和	ߪௗ	可以生成相同的子群，即	൏ ௧ߪ	 ൐ൌ൏ ௗߪ	 ൐ . 

證明：因為	ݐ含有正因數	݀ ，所以൏ ௧ߪ	 ൐	⊆	൏ ௗߪ	 ൐ 必然成立。我們只需要 

 

證明	൏ ௗߪ	 ൐	⊆	൏ ௧ߪ	 ൐即可。൏ ௗߪ	 ൐ 中任意元素	ݕ ൌ ሺߪௗሻ௤，已知		݀ ൌ  
 

 ݃ܿ݀ሺݐ, ݊ሻ，可找到	ߚ、ߙ兩個整數，使	݀ ൌ ݐߙ ൅ ݕ	於是，݊ߚ ൌ ఈ௧௤ߪ ∙ ఉ௡௤ߪ ൌ  
 

 ሺߪ௧ሻఈ௤ ∈	൏ ௧ߪ	 ൐ ∎ 
 

【例題 1.1.5】 四階循環群	ܥସ ൌ ሼ݁, ,ߪ ,ଶߪ ߪ，ଷሽߪ ൌ ሺ1,2,3,4ሻ，݊ ൌ 4，取	ߪଶ	， 

 

ݐ			 ൌ 2，݃ܿ݀ሺݐ, ݊ሻ ൌ 2，故	݋ሺߪଶሻ ൌ 2；取	ߪଷ，ݐ ൌ 3，݃ܿ݀ሺݐ, ݊ሻ ൌ 1，故 

 

ଷሻߪሺ݋		 ൌ 4 。 

 

由定理 1.1.4 知道，當	݃ܿ݀ሺݐ, ݊ሻ ൌ 1	時，	ߪ௧可生成整個群，所以在		ܥ௡ 
 

 ൌ ሼ݁, ,ߪ ⋯,ଶߪ , ,௝，݃ܿ݀ሺ݆ߪ	௡ିଵሽ 中，任何ߪ ݊ሻ ൌ  。௡的生成元ܥ	௝ 就是ߪ	，1
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【定義 1.1.6】歐氏函數 ߮ሺ݊ሻ，是定義在所有自然數集上的函數，߮ሺ݊ሻ為 

	不超過	݊	而且和	݊	互質的所有自然數的個數。定義 1.1.6 也可以寫成 

數學式：						߮ሺ݊ሻ ൌ ห	൛1：ݔ ൑ ݔ ൑ ݊	, 	݃ܿ݀ሺݔ, ݊ሻ ൌ 1ൟ	ห 

【例題 1.1.7】不超過 12 且和 12 互質的自然數有	1, 5, 7, 11共四個數，故 

	߮ሺ12ሻ ൌ 4。 

所以對於		ܥ௡，若	߮ሺ݊ሻ ൌ  。個元素是生成元	ߦ	௡ 當中有ܥ		表示，ߦ

1.2  循環節的應用 

取 ߪ ൌ ሺ1,2,3,⋯ , ݊ሻ 顯然有 	ߪଶ ൌ ቀ1 2 3
	3 4 5

	
	⋯
	⋯
			݊ െ 3 ݊ െ 2 ݊ െ 1
			݊ െ 1 ݊ 1

			
݊
2		ቁ 

ଷߪ ൌ ቀ		1 2 3
4 5 6

		
⋯
⋯	
	݊ െ 4 ݊ െ 3 ݊ െ 2
	݊ െ 1 ݊ 1

			݊ െ 1
2

		
݊
3		ቁ  

ସߪ ൌ ቀ		1 2 3
5 6 7

	
⋯
⋯	
	݊ െ 5 ݊ െ 4 ݊ െ 3
		݊ െ 1 ݊ 1

			݊ െ 2
2

		݊ െ 1
3

		
݊
4		ቁ  

              ⋮ 

௡ିଵߪ ൌ ቀ			1 2 3
݊ 1 2

		
⋯
⋯	
	݊ െ 5 ݊ െ 4 ݊ െ 3
		݊ െ 6 ݊ െ 5 ݊ െ 4

			݊ െ 2
݊ െ 3

		݊ െ 1
݊ െ 2

			
݊

݊ െ 1			ቁ  

 

圖(二) 

很容易觀察出來，對於	ߪ ൌ ሺ1,2,3,⋯ , ݊ሻ 中任一個數字 j ，ߪ௜ሺ݆ሻ表示數字 j  

在圖(二)中沿逆時鐘方向移動		݅ 個間格，得出	݅ ൅ ݆ ，如果	݅ ൅ ݆ ൐ ݊ ，就 

必須模 n ，於是有下面的結論： 
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【定理 1.2.1】 設	ߪ ൌ ሺ1,2,3,⋯ , ݊ሻ，݆ ൌ 1,2,⋯ , ݊ ，݅	是任意正整數， 

௜ሺ݆ሻߪ		 ൌ ቊ
݅ ൅ ݆																		當	݅ ൅ ݆ ൑ ݊

݅ ൅ ݆ሺmod	݊ሻ			當	݅ ൅ ݆ ൐ ݊
  . 

【引理 1.2.2】 在循環群	ܥ௡中，ߪ ൌ ሺ1,2,3,⋯ , ݊ሻ，那麼對任意元素		ߪ௧，它 

的每個循環節長度均相同. 

證明： 由定理1.1.3知道，若݃ܿ݀ሺݐ, ݊ሻ ൌ ݀，則	݋ሺߪ௧ሻ ൌ ௡

ௗ
 ，考慮	ߪ௧	的任一 

個循環節 		ሺ	݆	, ,	௧ሺ݆ሻߪ	 ⋯,	ଶ௧ሺ݆ሻߪ , ቀߪ
೙
೏
ିଵቁ௧ሺ݆ሻ	ሻ  

取	0 ൑ ݑ ൏ ݒ ൑ ௡

ௗ
െ 1，並令 ߪ௨௧ሺ݆ሻ ൌ ݆	௩௧ሺ݆ሻ，於是ߪ ൅ ݐݑ ≡ ݆ ൅  ，ሻ݊	݀݋ሺ݉	ݐݒ

所以 n 可以整除	ሺݒ െ ܿ݃	但是，ݐሻݑ ݀ ቀ௧
ௗ
	 , ௡
ௗ
ቁ ൌ 1，因此		௡

ௗ
	是	ݒ െ  的因數，這	ݑ

是一個不合理的結果，因此，任意循環節的長度均為	௡
ௗ
 ∎  

由引理 1.2.2 知道，在循環群	ܥ௡中，ߪ ൌ ሺ1,2,3,⋯ , ݊ሻ，那麼任意元素		ߪ௧	的 

	循環節個數，由	݃ܿ݀ሺݐ, ݊ሻ	來決定，如果	݃ܿ݀ሺݐ, ݊ሻ ൌ ݉，則	ߪ௧	中必有	݉	個循 

		環節，每個循環節長度均為
௡

௠
 。 

【例題 1.2.3】 在四階循環群	ܥସ中，ߪ ൌ ሺ1,2,3,4ሻ，ߪଶ ൌ ሺ1,3ሻሺ2,4ሻ， 

ଷߪ	 ൌ ሺ1,4,3,2ሻ，ߪସ ൌ ݁ ൌ ሺ1ሻሺ2ሻሺ3ሻሺ4ሻ ，其中	ߪ	及	ߪଷ	都只有一個 4 െ循環節， 

有兩個	ଶߪ	 2 െ循環節，ߪସ	有四個 1 െ循環節。	

1.3  循環指標式    

設ܩ是集合	ሼ1,2,⋯ , ݊ሽ	上的置換群，其元素是由單個或多個互不相交的循環節 

組成。長度是	݅	的循環節，通常用	ݔ௜	來表示。例如：2 െ循環節	ሺ1,3ሻ	用	 

表示；3	ଶݔ െ循環節	ሺ2,4,6ሻ	用		ݔଷ	表示。 
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【定義 1.3.1】設ܩ 是	ሼ1,2,⋯ , ݊ሽ	上的置換群，把	ܩ	的每個元素都寫成		ݔ௜	 

的乘積，然後相加，再除以群元素個數	|ܩ|，得到的多項式，稱為置換 

群	ܩ 的循環指標式，型如： 

        ܲீ ሺݔଵ, ⋯,ଶݔ , ௡ሻݔ ൌ
ଵ

|ீ|
∑ ଵݔ

ఓభሺ௚ሻݔଶ
ఓమሺ௚ሻ ௡ݔ⋯

ఓ೙ሺ௚ሻ
௚∈ீ  

上式中	ߤ௜ሺ݃ሻ代表	݃	當中	ݔ௜	的個數。 

【例題 1.3.2】 四階循環群	ܥସ ൌ ሼ݁, ,ߪ ,ଶߪ ߪ	ଷሽ，其中ߪ ൌ ሺ1,2,3,4ሻ	，寫成	ݔସ， 

 

ଶߪ		 ൌ ሺ1,3ሻሺ2,4ሻ，寫成	ݔଶ
ଶ，ߪଷ ൌ ሺ1,4,3,2ሻ，寫成	ݔସ，ߪସ ൌ ݁ ൌ ሺ1ሻሺ2ሻሺ3ሻሺ4ሻ， 

 

寫成	ݔଵ
ସ，所以	ܥସ	的循環指標式為	 ଵ

ସ
ሺݔଵ

ସ ൅ ଶݔ
ଶ ൅  。 ସሻݔ2

 

【例題 1.3.3】群ܩ ൌ ሼሺ1ሻሺ2ሻሺ3ሻሺ4ሻ	, ሺ1,2ሻሺ3,4ሻ	, ሺ1,3ሻሺ2,4ሻ	, ሺ1,4ሻሺ2,3ሻሽ，其中 

 

	ሺ1ሻሺ2ሻሺ3ሻሺ4ሻ	寫成	ݔଵ
ସ	，其餘三個元素均可寫成	ݔଶ

ଶ，故	ܩ	的循環指標式為 

 

			ଵ
ସ
ሺݔଵ

ସ ൅ ଶݔ3
ଶሻ。 

 

【引理 1.3.4】 對任意正整數	݊，有	∑ ߮ௗ│௡ ሺ݀ሻ ൌ ݊，其中	߮ሺ݀ሻ是歐氏函數. 

 

證明： 設	݊	的正因數為	݀ଵ ൌ 1	, ݀ଶ	,⋯ , ݀௧ ൌ ݊	，  

 

令集合	ܣ௜ ൌ ൛1：ݔ ൑ ݔ ൑ ݊	, ݃ܿ݀ሺݔ, ݊ሻ ൌ ݀௜ൟ	 很明顯的，ܣ௜	兩兩相離， 

 

且	⋃ ௜ܣ
௧
௜ୀଵ ൌ ሼ1,2,⋯ , ݊ሽ，所以 ݊ ൌ |	ሼ1,2,⋯ , ݊ሽ	| ൌ ∑ |௜ܣ|

௧
௜ୀଵ  

 

		ൌ ∑ ቚቄ1：ݕ ൑ ݕ ൑ ௡

ௗ೔
	 , ݃ܿ݀ ቀݕ, ௡

ௗ೔
ቁ ൌ 1ቅቚ௧

௜ୀଵ   

 

		ൌ ∑ ߮ ቀ௡
ௗ೔
ቁ௧

௜ୀଵ   

 

		ൌ ∑ ߮ௗ│௡ ሺ݀ሻ  ∎  
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最後，要導出循環群	ܥ௡	的循環指標式	。  

 

【定理 1.3.5】݊	階循環群	ܥ௡ ൌ ሼ݁, ,ߪ ⋯,ଶߪ , ߪ	௡ିଵሽ，其中ߪ ൌ ሺ1,2,3,⋯ , ݊ሻ， 

 

那麼	ܥ௡	的循環指標式必為 
ଵ

௡
∑ ߮ௗ│௡ ሺ݀ሻݔௗ

೙
೏	 . 

 

證明： 設	݊	的正因數為	݀ଵ ൌ 1	, ݀ଶ	, ⋯ , ݀௧ ൌ ݊	， 

 

令集合	ܣ௜ ൌ ൛1：ݔ ൑ ݔ ൑ ݊	, ݃ܿ݀ሺݔ, ݊ሻ ൌ ݀௜ൟ 且 |ܣ௜| ൌ ߮ ቀ௡
ௗ೔
ቁ ， 

  

由引理 1.2.2 知道，每個元素	ߪ௞共有	݉௞ ൌ ݃ܿ ݀ሺ݇, ݊ሻ個長度為		݊௞ 
 

 

		ൌ ௡

௚௖ ௗሺ௞,௡ሻ
 的循環節，故	ܥ௡	的循環指標式應為 

 

		 ଵ
	௡
∑ ௡ೖݔ

௠ೖ௡
௞ୀଵ ൌ ଵ

௡
∑ ∑ ௡ೖݔ

௠ೖ
௞∈஺೔

௧
௜ୀଵ   

 

ൌ ଵ

௡
∑ ∑ ೙ݔ

೏೔

ௗ೔
௞∈஺೔

௧
௜ୀଵ   

 

		ൌ ଵ

௡
∑ ߮ ቀ௡

ௗ೔
ቁ௧

௜ୀଵ ೙ݔ
೏೔

ௗ೔   

 

		ൌ ଵ

௡
∑ ߮ௗ│௡ ሺ݀ሻݔௗ

೙
೏  ∎  

 

上式中	݀	和	 ௡
ௗ
		扮演互補的角色，它們都是	݊	的正因數。  
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2 計數方法的原理 

2.1 群對集合的作用 

【定義 2.1.1】假設	൫ܩ,。൯是一個群，ܵ	是一個集合。如果存在某種運算 

		" ∗ "，使得： 

(1) 對任意	݃ ∈ ݔ，ܩ ∈ ܵ，݃ ∗   的元素	ܵ中	仍然是	ݔ

(2)				൫݃ଵ。݃ଶ൯ ∗ ݔ ൌ ݃ଵ ∗ ሺ݃ଶ ∗ ，ሻݔ ଵ݃、݃ଶ	ϵ	ݔ，ܩ ∈ ܵ  

(3)  ݁ ∗ ݔ ൌ  的單位元素	ܩ	是	݁，	ݔ

就稱群	ܩ	作用在集合	ܵ	上。通常兩種運算符號		“ ∗ ”及	“。”		也可以略去不寫。 

【引理 2.1.2】群	ܩ作用在集合 S 上，對任意群元素	݃，݃是把	ܵ	映射到	ܵ的一對 

		一且映成的函數	. 

證明： 考慮	ܵ	中任兩個元素		ݔଵ和		ݔଶ，若	݃ݔଵ ൌ ଶݔ݃ 	⇒ ݃ିଵሺ݃ݔଵሻ ൌ ݃ିଵሺ݃ݔଶሻ 

	⇒ ሺ݃ିଵ݃ሻݔଵ ൌ ሺ݃ିଵ݃ሻݔଶ ⇒ ଵݔ݁ ൌ ଶݔ݁ 	⇒ ଵݔ ൌ  ଶ ，這就證明了݃是一對一的ݔ

函數。另外，ݔଵ ∈ 	ܵ	，必存在	ݔଶ ൌ ݃ିଵݔଵ ∈ ܵ ，使得	݃ݔଶ ൌ  是映成	݃	ଵ，故ݔ

函數	∎ 

		事實上，若群ܩ作用在ܵ上，且ܲ݁݉ݎሺܵሻ為ܵ上所有一對一的對應，那麼就會存在	 

一個同態映射φ，使得	φ ∶ ܩ	 →  . ሺܵሻ݉ݎ݁ܲ

【定義 2.1.3】 假設	~	是建立在集合	ܵ上的一個關係，、ݔ	ݖ、ݕ	是任意元素， 

如果符合： 

(1) (自身性) ݔ	~	ݔ  

(2) (對稱性) 若		ݔ	~	ݕ，則	ݕ	~	ݔ   

(3) (遞移性) 若		ݔ	~	ݕ	ݕ，	~	ݖ，則	ݔ	~	ݖ  
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就稱	~	是	ܵ上的等價關係。 

在定義 2.1.3 中，若	ݔ	~	ݕ，我們說兩元素		ݔ	和	ݕ	是等價的。 

【定理 2.1.4】設群	ܩ	作用在	ܵ	上，對任意		、ݔ	ݕ ∈ ܵ，若存在	݃ ∈  ，	ܩ	

使得		݃ݔ ൌ  . ܵ上的等價關係	是 ~	，ݕ	~	ݔ		就記成，ݕ

證明：  

(1)對單位元素	݁ ∈ ݔ，ܩ	 ∈ ݔ݁， ܵ	 ൌ  ݔ		~		ݔ	所以， ݔ

(2)若	ݔ	~	ݕ	，則存在		݃ ∈ ݔ݃	使，	ܩ	 ൌ ሻݔ݃ିଵሺ݃	故，	ݕ ൌ ݃ିଵݕ  

						⇒ ሺ݃ିଵ݃ሻ	ݔ ൌ ݃ିଵݕ ⇒ ݔ݁ ൌ ݃ିଵݕ ⇒ ݃ିଵݕ ൌ   ݔ	~	ݕ	所以，ݔ

(3)對任意	ݖ、ݕ、ݔ ，若	ݔ	~	ݕ且	ݕ	~	ݖ，必可找到群元素	 ଵ݃、݃ଶ  使，ܩ ∋

			݃ଵݔ ൌ ݕଶ݃，ݕ ൌ ݖ		於是，ݖ ൌ ݃ଶݕ ൌ ݃ଶሺ ଵ݃ݔሻ ൌ ሺ݃ଶ ଵ݃ሻݔ，所以	ݔ	~	ݖ， 

				綜合	(1)、ሺ2ሻ、(3)，就證明了定理	∎ 

若	ݔ	是任意元素，所有和		ݔ	等價的元素形成的集合，用	ܧ௫ ൌ ሼ	݃ݔ ∶ ݃ ∈  ሽܩ

來表示。ܧ௫	是一個等價類，所有的等價類是	ܵ	的分割。 

【定義 2.1.5】設	ܶ ൌ ሼ1,2,⋯ , ݊ሽ是一個集合，ܴ ൌ 	 ሼݎଵ, ⋯,ଶݎ ,  ，௠ሽ是顏色集ݎ

所有從	ܶ	映射到	ܴ的函數的集合為	ܵ，並且對任意	݂ ∈ ܵ	，定義：				 

	݂ ≡ ൬
1

݂ሺ1ሻ	
2

݂ሺ2ሻ
	⋯
	⋯

݊
	݂ሺ݊ሻ൰ 

 

【定理 2.1.6】 設		ܶ ൌ ሼ1,2,⋯ , ݊ሽ是一個集合，用	݉	種顏色對	ܶ	塗色，所有塗 

色的集合用	ܵ表示，假設	ܶ上的一個置換群為	ܩ，若	݃ ∈ ݂，ܩ ∈ ܵ，並且規定 

						݃ ∗ ݂ ൌ ݂。݃ିଵ，那麼	ܩ	作用在	ܵ上。 
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			證明：  設	݂ ൌ ൬
1

݂ሺ1ሻ	
2

݂ሺ2ሻ
	⋯
	⋯

݊
	݂ሺ݊ሻ൰ ，݃ ൌ ൬

1
݃ሺ1ሻ	

2
݃ሺ2ሻ	

⋯
⋯	

݊
݃ሺ݊ሻ൰ 

 

圖(三) 

首先說明	݃ ∗ ݂，意思是將着色圖	݂	的第	݅	號顏色	݂ሺ݅ሻ，送到	݃ሺ݅ሻ號， 

 	݅ ൌ 1, 2,⋯ , ݊，於是得出一個新的着色圖	݄，參看圖(三)，所以 

 	݄ ൌ ൬
݃ሺ1ሻ
݂ሺ1ሻ		

݃ሺ2ሻ
݂ሺ2ሻ	

⋯
⋯	
݃ሺ݊ሻ
݂ሺ݊ሻ൰ ，但		݃ିଵ ൌ ቀ݃ሺ1ሻ

1
	݃ሺ2ሻ
2

⋯
⋯	
݃ሺ݊ሻ
݊

ቁ ，故 

 	݃ ∗ ݂ ൌ ൬
݃ሺ1ሻ
݂ሺ1ሻ

		
݃ሺ2ሻ
݂ሺ2ሻ

	
⋯
⋯	
݃ሺ݊ሻ
݂ሺ݊ሻ

൰ ൌ ൬
1

݂ሺ1ሻ	
2

݂ሺ2ሻ
	⋯
	⋯

݊
	݂ሺ݊ሻ൰。ቀ݃ሺ1ሻ

1
	݃ሺ2ሻ
2

⋯
⋯	
݃ሺ݊ሻ
݊

ቁ 

				ൌ 	݂。݃ିଵ 

  接下來證明本定理 

(1)	݃ ∗ ݂ ∈ ܵ	是很明顯的 

(2)	若	 ଵ݃、݃ଶ 	∈ ݂，ܩ	 ∈ ܵ，則	ሺ ଵ݃。݃ଶሻ ∗ ݂ ൌ ݂。	ሺ ଵ݃。݃ଶሻିଵ 

ൌ ݂。൫݃ଶ
ିଵ。 ଵ݃

ିଵ൯ ൌ ൫݂。݃ଶ
ିଵ൯。 ଵ݃

ିଵ ൌ 	 ଵ݃ ∗ ൫݂。݃ଶ
ିଵ൯ ൌ 	 ଵ݃ ∗ ሺ݃ଶ ∗ ݂ሻ   

(3)若單位元素	݁ ∈ ݂， ܩ	 ∈ ܵ，則	݁ ∗ ݂ ൌ ݂。݁ିଵ ൌ ݂。݁ ൌ ݂ 

綜合 (1)、(2)、(3) 就證明了定理	∎ 

【例題 2.1.7】用兩黑色、兩白色對圖(一)的四個頂點塗色，共得到六種不同 

的着色圖，用四階循環群	ܥସ ൌ ሼ݁, ,ߪ ,ଶߪ  ଷሽ 作用在六個着色圖上，總共得ߪ

到兩個等價類，如圖(四)，也就是兩種不同的塗色。 
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圖(四) 

但我們要問：等價類的個數要如何求出 ﹖計數的方法，是以伯恩賽定理 

作為工具。要證明它，需要下面的預備工作。 

【定義 2.1.8】 設		݃ ∈ ݔ，ܩ	 ∈ ܵ，若	݃ݔ ൌ  的一個固定	是 ݃	ݔ	就說，ݔ

點，以	ݔ	為固定點的所有群元素做成的集合，用	ܩ௫ ൌ ሼ݃ ∈ :ܩ ݔ݃ ൌ  ሽݔ

來表示，一般稱	ܩ௫	是一個穩定子集。 

【定理 2.1.9】 穩定子集是一個群. 

證明：若	ܽ、ܾ是	ܩ௫	中任意兩元素，所以	ܽ、ܾ ∈ ݔܽ	且，ܩ ൌ ݔܾ，ݔ ൌ  ݔ

由定理 2.1.4 證明中的(2)得知，ܾିଵݔ ൌ ܾିଵ	且，ݔ ∈  	ݔሺܾܽିଵሻ		於是有，ܩ	

		ൌ ܽሺܾିଵݔሻ ൌ ݔܽ ൌ  ∎	௫是一個群ܩ	中，因此	௫ܩ	ܾܽିଵ仍在	表示，ݔ

今後，穩定子集都稱為穩定子群。 

【定義 2.1.10】 ݃是一個群元素，݃	在	ܵ上的所有固定點做成的集合，記為 

	 ௚ܵ ൌ ሼ	ݔ ∈ ܵ ∶ ݔ݃	 ൌ 	ሽ，一般稱	ݔ ௚ܵ 是一個固定子集。 

【引理 	ܾ、ܽ	是一個子群，對任意ܪ，是一個群ܩ	【2.1.11 ∈ ଵܾିܽ，ܩ ∈   ܪ

的充要條件是	ܽܪ ൌ  .	ܪܾ

證明：參看[3] p.139~140  

【引理 ݃，௫是一個穩定子群ܩ 【2.1.12 ݕ	是一個陪集，若	௫ܩ ∈ ݔݕ௫，則ܩ݃ ൌ  .ݔ݃

【引理 2.1.13】 設群ܩ作用在集合 S上，對任意元素	ݔ ∈ ，ܵ有|ܧ௫| ∙ |௫ܩ| ൌ  . |ܩ|

證明： 因為	ܩ௫是ܩ的子群，可以在	ܩ	中找到	 ଵ݃、݃ଶ、⋯、݃௠，使得		ܩ 
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ൌ 	 ଵ݃ܩ௫ ∪ ݃ଶܩ௫ ∪ ⋯∪ ݃௠ܩ௫，因為對每個	݅	，|݃௜ܩ௫| ൌ  兩兩	௫ܩ݃௜		௫|，且這些ܩ|

互斥，故	|ܩ| ൌ |௫ܩ| ൅ |௫ܩ| ൅ ⋯൅ |௫ܩ| ൌ ݔ݃௜		௫| ，令ܩ|݉ ൌ ݅，௜ݔ ൌ 1, 2,⋯ , ݊ 

可得到	ܧ௫ ൌ ሼ݃ݔ: ݃ ∈ ሽܩ ൌ ሼݔଵ, ⋯,ଶݔ ,  ௠ሽ，其中任兩個元素均不相等，所以ݔ

|ܩ| ൌ |௫ܩ|݉ ൌ |௫ܧ| ∙  ∎ |௫ܩ|

在例題 2.1.7中， ଵ݂	的等價類是ሼ	 ଵ݂, ଶ݂, ଷ݂, ସ݂	ሽ，共有四個元素；以	 ଵ݂為固定 

點的子群是	ሼ݁ ൌ ሺ1ሻሺ2ሻሺ3ሻሺ4ሻሽ，只有一個元素，它們的乘積，正好是循 

環群	ܥସ的元素個數。另外， ହ݂	的等價類是 ሼ	 ହ݂, ଺݂	ሽ， ହ݂的穩定子群是  

ሼ݁ ൌ ሺ1ሻሺ2ሻሺ3ሻሺ4ሻ	, ଶߪ ൌ ሺ1,3ሻሺ2,4ሻሽ，其元素個數的乘積亦為 4。 

2.2 伯恩賽定理及其應用 

【引理 2.2.1】 設群	ܩ作用在集合	ܵ上，ݔ	是	ܵ中任意元素，若	ݕ ∈  ，௫ܧ

則	ܧ௬ ൌ  . ௫ܧ

證明： 若	ݕ ∈ ݃		，一定存在	௫ܧ ∈ ݕ		使，ܩ	 ൌ 由定理	，ݔ݃ 2.1.4 證明中的  

  (2) 得知，݃ିଵݕ ൌ  。ݔ

(1) 取	݌ ∈ 	௫，則存在ܧ ଵ݃ ∈ ݌	使，ܩ	 ൌ ଵ݃ݔ ൌ ݃ଵሺ݃ିଵݕሻ ൌ ሺ ଵ݃݃ିଵሻݕ ∈  ௬ܧ

(2) 取	ݍ ∈ ݃ଶ	௬，則存在ܧ ∈ ݍ	使，ܩ	 ൌ ݃ଶݕ ൌ ݃ଶሺ݃ݔሻ ൌ ሺ݃ଶ݃ሻݔ ∈  ௫ܧ

由 (1)	、	(2) 得出	ܧ௬ ൌ  ∎ ௫ܧ

【定理 2.2.2】(伯恩賽定理) 設集合	ܵ ൌ ሼݔଵ, ⋯,ଶݔ ,  	ܩ	中的物件，在群	௦ሽݔ

	ൌ ሼ ଵ݃, ݃ଶ,⋯ , ݃௞ሽ 各元素的作用下，產生的等價類是	ܧଵ、ܧଶ、⋯、ܧ௥，則 

等價類總數	ݎ	，等於每個	݃௜所固定的物件數目之總和	，除以群元素個數， 

即 ݎ ൌ ଵ

|ீ|
∑ ห ௚ܵห௚∈ீ  . 
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證明：將群	ܩ	的各元素寫在表(一)的左邊一行；將集合	ܵ	的各元素寫在表 

(一)的上方一列。將表(一)中的第	݅	列、第	݆	行記為	ܯሺ݅, ݆ሻ，並且規定 

               

,ሺ݅ܯ  ݆ሻ ൌ ቊ	
1								若݃௜൫ݔ௝൯ ൌ ௝ݔ
		0							若݃௜൫ݔ௝൯ 	് 	 ௝ݔ

	      

                            表(一) 

 

對每一列求和，再全部相加，得總和	 ∑ ห ௚ܵห௚∈ீ  ；對每一行求和，再全部 

 相加，得總和		∑ ௫|௫∈ௌܩ| ，因為	∑ ห ௚ܵห௚∈ீ ൌ 	∑ ௫|௫∈ௌܩ| ，由引理 2.1.12 得知 

 	∑ ห ௚ܵห௚∈ீ ൌ ∑ ∑ ௫|௫∈ா೔ܩ|
௥
௜ୀଵ  

 ൌ ∑ ∑ |ீ|

|ாೣ|
௫∈ா೔

௥
௜ୀଵ  

 ൌ ∑ ∑ |ீ|

|ா೔|
௫∈ா೔

௥
௜ୀଵ   

 	ൌ ∑ |௜ܧ| ∙
|ீ|

|ா೔|
௥
௜ୀଵ  

 	ൌ ∑ ௥|ܩ|
௜ୀଵ ൌ ݎ	所以，|ܩ|ݎ ൌ ଵ

|ீ|
∑ ห ௚ܵห௚∈ீ  ∎ 



‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

 

13 
 

 

【定理 2.2.3】 在定理 2.1.6 中，݂ ∈ ܵ，݃ ∈ ݂，那麼，ܩ ∈ ௚ܵ	的充要條件， 

是	݂在	݃	的每個循環節中，塗相同的顏色	. 

證明 : 	݂ ∈ ௚ܵ 		⟺ 	݂ሺ݅ሻ ൌ ݂൫݃ሺ݅ሻ൯，݅ ൌ 1,2,⋯ , ݊ 

            ⟺ ݂在݃的每個循環節上塗相同顏色	∎  

 

接下來利用伯恩賽定理，重做例題 2.1.7，得到等價類的數目為 

			
1
|ସܥ|

෍ ห ௚ܵห
௚∈஼ర

ൌ
1
4
ሺ	|ܵ௘| ൅ |ܵఙ| ൅ |ܵఙమ| ൅ |ܵఙయ|	ሻ 

				ൌ ଵ

ସ
ሺ6 ൅ 0 ൅ 2 ൅ 0ሻ ൌ 2. 

【例題 2.2.4】在圖(一)的四個頂點塗黑、白兩色，共有幾種塗法﹖ 

  用黑、白兩色塗正方形的四個頂點，得 16 個着色圖。以四階循環群 

ସܥ		  ൌ ሼ݁, ,ߪ ,ଶߪ 作用在	ଷሽߪ 16個圖上，也就是把每個	 ௜݂ 	沿逆時鐘方向分 

  別轉動		0°、90°、180°、	270°，最後，得出不同的等價類。由伯恩賽定 

  理得到等價類的個數為 

 		ଵ
ସ
ሺ		|ܵ௘| 	൅ 	 |ܵఙ| 	൅	 |ܵఙమ| 	൅ 	 |ܵఙయ|	ሻ 

					ൌ ଵ

ସ
	ሺ16 ൅ 2 ൅ 4 ൅ 2ሻ ൌ 6.  

  在上面的計算式子裡，݁ ൌ ሺ1ሻሺ2ሻሺ3ሻሺ4ሻ，	ߪ ൌ ሺ1,2,3,4ሻ，	ߪଶ 

ൌ ሺ1,3ሻሺ2,4ሻ，ߪଷ ൌ ሺ1,4,3,2ሻ。 

 		另一方面，由定理 2.2.3 得知，Sఙ೔	中的着色圖，必須在	ߪ௜		的每個循環 

				節中塗相同的顏色	，所以等價類的數目的計算方法，就是把	ܥସ	的循環				   
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指標式中	ݔ௜	代以 2，即可求出，由定理 1.3.5得出	ܥସ	的循環指標式為 

																															ଵ
ସ
	∑ ߮ሺ݀ሻௗ|ସ ௗݔ

ర
೏ ൌ ଵ

ସ
ሺݔଵ

ସ ൅ ଶݔ
ଶ ൅   ସሻݔ2

  故等價類的數目是	ଵ
ସ
ሺ2ସ ൅ 2ଶ ൅ 2 ൈ 2ሻ ൌ 6，和上面的答案相同。 

  用兩種顏色塗四個頂點，它其實是一個重複排列的問題，我們用窮舉 

  法列出所有情形： 

表(二) 

ሺ黑,白ሻ 排列數 塗色方法 等價類數目 

ሺ4,	0ሻ	
4!
4! 0!

ൌ 1    1	

ሺ3,	1ሻ 
4!
3! 1!

ൌ 4    1 

ሺ2,	2ሻ 
4!
2! 2!

ൌ 6      2 

ሺ1,	3ሻ 
4!
1! 3!

ൌ 4    1 

ሺ0,	4ሻ 
4!
0! 4!

ൌ 1    1 

 
෍

4!
p! q!

ൌ 2ସ

୮ା୯ୀସ

 
  共 6種 

 

綜觀上面三種方法的比較，窮舉法較為複雜， 若數字很大時，不可能一 

一列出，其次是伯恩賽定理，必須找到每個群元素所固定的着色圖的數 

目，但藉由定理 2.2.3 的概念，只要把群	ܩ	的循環指標式中，每個	ݔ௜代以 

顏色數目，即可求出，這是最有效率的算法，我們有下面的定理 

【定理 2.2.5】 設	ܶ ൌ ሼ1,2,⋯ , ݊ሽ，用	݉	種顏色對	ܶ塗色，假設	ܩ	是	ܶ	上的置 

			換群，則所有等價類的數目為	ܲீ ሺ݉,݉,⋯ ,݉ሻ，其中	ܲீ ሺݔଵ, ⋯,ଶݔ ,  的	ܩ	௡ሻ是ݔ

循環指標式. 
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3 波利亞計數法 

波利亞計數法，是非常有用的一種計數方法，它是伯恩賽定理的推廣，在 

本章中，會有詳細的討論。 

3.1 權重的概念  

在例題 2.2.4 中，用伯恩賽定理，可計算出黑、白兩色塗四個頂點的方法數 

，但若想進一步瞭解：在各種條件下的等價類情況，就要用波利亞計數法作 

為工具，為了清楚說明這個方法，首先介紹權重的概念。 

【定義 3.1.1】用	݉	種顏色	ሼݎଵ, ⋯,ଶݎ , ܶ	對集合	௠ሽݎ ൌ ሼ1,2,⋯ , ݊ሽ	着色，每種顏色 

的權值記為	ݓሺݎ௜ሻ，若݂ ൌ ൬
1

݂ሺ1ሻ	
2

݂ሺ2ሻ
	⋯
	⋯

݊
	݂ሺ݊ሻ൰ 是任意一個着色圖，那麼	݂	的着 

色權重	ݓሺ݂ሻ ൌ ∏ ሺ݂ሺ݅ሻሻ௡ݓ
௜ୀଵ  . 

 

圖(五) 

【例題 3.1.2】如圖(五)，在正三角形的三個頂點塗色，1、2號點塗黑色，3 

號點塗白色，便得到一個着色圖	݂，於是 ݂ሺ1ሻ ൌ ݂ሺ2ሻ ൌ黑色，݂ሺ3ሻ ൌ白色 

，假設黑、白兩色的權值，分別為	ݓ൫黑色൯ ൌ ൫白色൯ݓ，ܾ ൌ ω，那麼	݂	的着 

色權重ݓሺ݂ሻ ൌ ∏ ሺ݂ሺ݅ሻሻଷݓ
௜ୀଵ ൌ ܾଶ߱ . 

【定理 3.1.3】 設	ܶ ൌ ሼ1,2,⋯ , ݊ሽ是一個集合，用݉	種顏色對	ܶ塗色，所有塗色 

的集合為	ܵ	，ܩ	是	ܶ上的置換群，若 ݂、݄ ∈ ܵ，݃ ∈ ݃	且，ܩ ∗ ݂ ൌ ݄，則	݂和 
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݄有相同的着色權重	. 

證明：因為	݄൫݃ሺ݅ሻ൯ ൌ ݂ሺ݅ሻ				݅ ൌ 1,2,⋯ , ݊ ，所以 

ሺ݂ሻݓ  ൌ ∏ ሺ݂ሺ݅ሻሻ௡ݓ
௜ୀଵ  

     		ൌ ∏ ݓ ቀ݄൫݃ሺ݅ሻ൯ቁ௡
௜ୀଵ  

      ൌ ∏ ൫݄ሺ݅ሻ൯௡ݓ
௜ୀଵ ൌ  ∎	 ሺ݄ሻݓ	

 

圖(六) 

若以黑、白兩色在圖൫六൯的三個頂點塗色，共得到八個着色圖， ଵ݂， ଶ݂，⋯， 

଼݂ 	。經過三階循環群	ܥଷ	的作用，可分出四個等價類。由定理 3.1.3得知，每一 

個等價類中的着色圖，有相同的權值，此權值就代表該等價類的權值。 

 

圖(七) 

最後，將所有等價類的權值相加，得到的總和，稱為正三角形塗黑、白 

兩色的權重清單，用	ܫ௩	表示， 

௩ܫ								              ൌ ܾଷ ൅ ߱ଷ ൅ ܾଶ߱ ൅ ܾ߱ଶ  

     ，通常也稱為等價類權重清單。有時，不同的等價類，可能會有相同的權值	௩ܫ				

例如，在例題 2.1.7 中，兩個等價類權值相等。  
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3.2  等價類權重清單的計算公式  
 

【定理 3.2.1】假設集合	ܵ	在有限群ܩ	的作用下，分成的全部等價類是	ܧ௜		 
  

		ሺ݅ ൌ 1,2,⋯ ,  ௜中的元素具有相同的ܧ	上的權值函數，如果等價類	是ܵݓ ሻݎ

 

	權值，用	ݓ௜	代表	ܧ௜	的權值，則等價類權重清單為 

 

               ∑ ௜ݓ
௥
௜ୀଵ ൌ ଵ

|ீ|
∑ ∑ ீ∋ሺ݂ሻ௙∈ௌ೒௚ݓ   

 

其中， ௚ܵ是	݃	的所有固定點的集合	. 
 

為了明確展示此公式的運算過程，我們再以正三角形三頂點塗黑、白兩色 

 

問題為例。請看下表 

 
表(三) 

 

     

 

e 
ሺ1ሻሺ2ሻሺ3ሻ	

bଷ  ωଷ  bଶω bଶω bଶω  bωଶ      bωଶ 					bωଶ    ሺb ൅ ωሻଷ

σ 
ሺ1,	2,	3ሻ 

bଷ  ωଷ      bଷ ൅ ωଷ 

σଶ 
ሺ1,	3,	2ሻ 

bଷ  ωଷ      bଷ ൅ ωଷ 

 

 

等價類權重清單為 

 

	 ଵ
|ீ|
ቀ∑ ሺ݂ሻ௙∈ௌ೐ݓ ൅ ∑ ሺ݂ሻ௙∈ௌ഑ݓ ൅ ∑ ሺ݂ሻ௙∈ௌ഑మݓ

ቁ								   

 

	ൌ
1
3
ሺ	ሺܾ ൅ ߱ሻଷ ൅ ܾଷ ൅ ߱ଷ ൅ ܾଷ ൅ ߱ଷ	ሻ 

 

	ൌ ܾଷ ൅ ߱ଷ ൅ ܾଶ߱ ൅ ܾ߱ଶ 

和前面的結果相同。 
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3.3 波利亞計數方法的綜合說明   

由定理 2.2.3 知道，當݂ ∈ ௚ܵ時，݂在	݃	的每個循環節中，都要塗一樣的 

顏色。 

 

圖(八) 

【例題 3.3.1】用黑白兩色在圖(八)的六個頂點塗色，且	ݓ൫黑色൯ ൌ ܾ， 

൫白色൯ݓ	 ൌ ߱，考慮	ܥ଺中的元素݃ ൌ ሺ1,3,5ሻሺ2,4,6ሻ，那麼，݃	固定的着色 

圖	݂	的權值總和必為 

      												∑ ሺ݂ሻݓ ൌ ሺܾଷ ൅ ߱ଷሻ௙∈ௌ೒ ሺܾଷ ൅ ߱ଷሻ	的展開式 

也就是下面四個着色圖的權值總和 

 

圖(九) 

循此原理，假設用	ሼݎଵ, ⋯,ଶݎ , ܶ	共݉種顏色，對	௠ሽݎ ൌ ሼ1,2,⋯ , ݊ሽ	進行塗色，由 

		ܶ	產生的置換群為ܩ，且每種顏色	ݎ௜	的權值為	ݓሺݎ௜ሻ，計算群元素݃所固定的着色 

圖	݂	的權值總和，就把	݃中長度為 1的循環節	ݔଵ代以∑ ௜ݎሺݓ
௠
௜ୀଵ )；長度為 2的循 

環節	ݔଶ代以∑ ଶ௠ݓ
௜ୀଵ ሺݎ௜ሻ；⋯；長度為݊的循環節	ݔ௡代以∑ ௡௠ݓ

௜ୀଵ ሺݎ௜)，然後對所 
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有群元素	݃求和，再除以群元素個數|ܩ|，即得到	݉種顏色，在ܶ上塗色的等 

 

價類權重清單。最後，將波利亞計數定理重新敘述如下 

 

【定理 3.3.2】用݉	種顏色	ሼݎଵ, ⋯,ଶݎ ,  ，在݊個頂點的集合ܶ上塗色，得到着	௠ሽݎ

 

色圖的集合為	ܵ，且	ܩ為	ܶ上	的一個置換群，若置換群	ܩ	的循環指標式為 

 

	ܲீ ሺݔଵ, ⋯,ଶݔ ,  ௡ሻ，則對應的等價類權重清單必為ݔ

 

          ܲீ ሺ	∑ ௜ݎሺݓ
௠
௜ୀଵ ሻ	, ∑ ଶ௠ݓ

௜ୀଵ ሺݎ௜ሻ	,⋯ 	 , ∑ ௡௠ݓ
௜ୀଵ ሺݎ௜ሻ	ሻ  . 
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4 環狀排列的計數         
 

用波利亞計數法來計算環狀排列的數目，無論是相異物或不盡相異物的環狀 

 

排列，都可以展現此種方法的威力。在本章中，我們將用多個具體的實例，來 

 

顯示這一點。 

 

4.1 環狀排列的公式  
 

用	݉	種顏色	ሼݎଵ, ⋯,ଶݎ ,  (௜ݎሺݓ	݉௡種着色，假設	݊個頂點，共有	邊形的	݊	௠ሽ塗正ݎ
 

ൌ  的作用，依照波利亞計數定理，求出等價類權	௡ܥ	階循環群	௜，這些着色藉由݊ݎ

 

重清單為 

 

௩ܫ               ൌ
ଵ

௡
	∑ ߮ሺ݀ሻௗ|௡ ሺݎଵ

ௗ ൅ ଶݎ
ௗ ൅ ⋯൅ ௠ௗሻݎ

೙
೏  

 

將	ܫ௩	式展開，可求得不同顏色的球作環狀排列的數目。 

 

【定理 4.1.1】將不同顏色的球，作環狀排列，其中	݇ଵ個球顏色為	ݎଵ，݇ଶ個球顏 

 

色為	ݎଶ，⋯，	݇௠	個球顏色為	ݎ௠，݇ ଵ ൅ ݇ଶ ൅⋯൅ ݇௠ ൌ ，݊	ܿ ൌ ݃ܿ݀	ሺ	݇ଵ, ݇ଶ,⋯ , ݇௠ሻ， 

 

則此	݊	個球的環狀排列數為 

଴ݐ																		 ൌ
ଵ

௡
∑ ߮ሺ݀ሻ

ቀ೙
೏
ቁ!

ቀೖభ
೏
ቁ!ቀೖమ

೏
ቁ!⋯ቀೖ೘

೏
ቁ!

ௗ|௖ 		 . 

證明： 考慮	ܫ௩ ൌ
ଵ

௡
	∑ ߮ሺ݀ሻௗ|௡ ሺݎଵ

ௗ ൅ ଶݎ
ௗ ൅ ⋯൅ ௠ௗሻݎ

೙
೏ 的展開式，其中必有 

ଵݎ	
௞భݎଶ

௞మ ௠ݎ⋯
௞೘	項出現，它的係數由	݊	的正因數	݀	來決定，如果	݀	是所有	݇ଵ	、 

݇ଶ、⋯、݇௠	的公因數，那麼		௞భ
ௗ
、

	௞మ
ௗ
、⋯、

	௞೘
ௗ
		均為正整數，且  

	௞భ
ௗ
൅ 	௞మ

ௗ
൅ ⋯൅ 	௞೘

ௗ
ൌ ௡

ௗ
 ，由多項式定理得知，ݎଵ

௞భݎଶ
௞మ ⋯ ௠ݎ

௞೘	的係數必為 
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	߮ሺ݀ሻ
ቀ೙
೏
ቁ!

ቀೖభ
೏
ቁ!ቀೖమ

೏
ቁ!⋯ቀೖ೘

೏
ቁ!
  ，最後，對所有符合條件的݀		求總和，就得到環狀排 

列的總數	ݐ଴ 。此式簡潔而便於使用，是解決環狀排列問題的有力工具。 

【推論 4.1.2】݉個不同顏色的球，作環狀排列，共有ሺ݉ െ 1ሻ!	種排法 . 

4.2 環狀排列的實例  

【例題 4.2.1】用 2個黑色、2個白色，作環狀排列，共有幾種排法? 

解： 		݇ଵ ൌ 2，݇ଶ ൌ 2，݊ ൌ 4，ܿ ൌ ݃ܿ ݀ሺ݇ଵ, ݇ଶሻ ൌ 2，݀ ൌ 1	, 2  

		環狀排列數	ݐ଴ ൌ
ଵ

ସ
ቆ߮ሺ1ሻ

ቀర
భ
ቁ!

ቀమ
భ
ቁ!ቀమ

భ
ቁ!
൅ ߮ሺ2ሻ

ቀర
మ
ቁ!

ቀమ
మ
ቁ!ቀమ

మ
ቁ!
ቇ   

          							ൌ ଵ

ସ
ቀ ସ!

ଶ!ଶ!
൅ ଶ!

ଵ!ଵ!
ቁ 

            			ൌ 2        

 

圖(十) 

 

【例題 4.2.2】  用 3個黑色、3個白色，作環狀排列，共有幾種排法? 

解： 		݇ଵ ൌ 3，݇ଶ ൌ 3，݊ ൌ 6，ܿ ൌ ݃ܿ ݀ሺ݇ଵ, ݇ଶሻ ൌ 3，݀ ൌ 1	, 3  

		環狀排列數	ݐ଴ ൌ
ଵ

଺
ቆφሺ1ሻ

ቀల
భ
ቁ!

ቀయ
భ
ቁ!ቀయ

భ
ቁ!
൅ φሺ3ሻ

ቀల
య
ቁ!

ቀయ
య
ቁ!ቀయ

య
ቁ!
ቇ  

          							ൌ ଵ

଺
ቀ ଺!

ଷ!ଷ!
൅ 2 ∙ ଶ!

ଵ!ଵ!
ቁ     

            		ൌ 4 
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圖(十一) 

【例題 4.2.3	】用 4個黑色、4個白色及 8個紅色，作環狀排列，共有幾種排法 

? 

解： ݇ଵ ൌ 4，݇ଶ ൌ 4，݇ଷ ൌ 8，݊ ൌ 16，ܿ ൌ ݃ܿ ݀ሺ݇ଵ, ݇ଶ, ݇ଷሻ ൌ 4，݀ ൌ 1	,2, 4  

		環狀排列數	ݐ଴ ൌ
ଵ

ଵ଺
ቆφሺ1ሻ

ቀభల
భ
ቁ!

ቀర
భ
ቁ!ቀర

భ
ቁ!ቀఴ

భ
ቁ!
൅ φሺ2ሻ

ቀభల
మ
ቁ!

ቀర
మ
ቁ!ቀర

మ
ቁ!ቀఴ

మ
ቁ!
൅ ߮ሺ4ሻ

ቀభల
ర
ቁ!

ቀర
ర
ቁ!ቀర

ర
ቁ!ቀఴ

ర
ቁ!
ቇ   

             	ൌ ଵ

ଵ଺
ሺ900900 ൅ 420 ൅ 24ሻ 

             	ൌ 56334  

【例題 4.2.4】	用 12個黑色、12個白色，作環狀排列，共有幾種排法	? 

解： ݇ଵ ൌ 12，݇ଶ ൌ 12，݊ ൌ 24，ܿ ൌ ݃ܿ ݀ሺ݇ଵ, ݇ଶሻ ൌ 12，݀ ൌ 1,2,3,4,6,12 

	環狀排列數	ݐ଴ ൌ
ଵ

ଶସ

ۉ

ۈ
ۇ

φሺ1ሻ
ቀమర
భ
ቁ!

ቀభమ
భ
ቁ!ቀభమ

భ
ቁ!
൅ φሺ2ሻ

ቀమర
మ
ቁ!

ቀభమ
మ
ቁ!ቀభమ

మ
ቁ!
൅ ߮ሺ3ሻ

ቀమర
య
ቁ!

ቀభమ
య
ቁ!ቀభమ

య
ቁ!

൅߮ሺ4ሻ
ቀమర
ర
ቁ!

ቀభమ
ర
ቁ!ቀభమ

ర
ቁ!
൅ ߮ሺ6ሻ

ቀమర
ల
ቁ!

ቀభమ
ల
ቁ!ቀభమ

ల
ቁ!
൅ ߮ሺ12ሻ

ቀమర
భమ
ቁ!

ቀభమ
భమ
ቁ!ቀభమ

భమ
ቁ!ی

ۋ
ۊ
   

ൌ ଵ

ଶସ
ሺ2704156 ൅ 924 ൅ 140 ൅ 40 ൅ 12 ൅ 8ሻ   

ൌ 112720 

【例題 4.2.5】	用 8個黑色、8個白色及 8個紅色，作環狀排列，共有幾種排法 

? 

解： ݇ଵ ൌ 8，݇ଶ ൌ 8，݇ଷ ൌ 8，݊ ൌ 24，ܿ ൌ ݃ܿ ݀ሺ݇ଵ, ݇ଶ, ݇ଷሻ ൌ 8，݀ ൌ 1,2,4,8 

	環狀排列數	ݐ଴ 
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	ൌ ଵ

ଶସ
ቆφሺ1ሻ

ቀమర
భ
ቁ!

ቀఴ
భ
ቁ!ቀఴ

భ
ቁ!ቀఴ

భ
ቁ!
൅ φሺ2ሻ

ቀమర
మ
ቁ!

ቀఴ
మ
ቁ!ቀఴ

మ
ቁ!ቀఴ

మ
ቁ!
൅ ߮ሺ4ሻ

ቀమర
ర
ቁ!

ቀఴ
ర
ቁ!ቀఴ

ర
ቁ!ቀఴ

ర
ቁ!
൅ ߮ሺ8ሻ

ቀమర
ఴ
ቁ!

ቀఴ
ఴ
ቁ!ቀఴ

ఴ
ቁ!ቀఴ

ఴ
ቁ!
ቇ  

ൌ	 ଵ
ଶସ
ሺ9465511770 ൅ 34650 ൅ 180 ൅ 24ሻ						  

ൌ 394397776  

【例題 4.2.6】	用 10個黑色、10個白色及 10個紅色，作環狀排列，共有幾 

種排法	? 

解：	݇ଵ ൌ 10，݇ ଶ ൌ 10，݇ଷ ൌ 10，݊ ൌ 30，ܿ ൌ ݃ܿ ݀ሺ݇ଵ, ݇ଶ, ݇ଷሻ ൌ 10，݀ ൌ 1,2,5,10 

	環狀排列數	ݐ଴ ൌ 

	 ଵ
ଷ଴
ቆφሺ1ሻ

ቀయబ
భ
ቁ!

ቀభబ
భ
ቁ!ቀభబ

భ
ቁ!ቀభబ

భ
ቁ!
൅ φሺ2ሻ

ቀయబ
మ
ቁ!

ቀభబ
మ
ቁ!ቀభబ

మ
ቁ!ቀభబ

మ
ቁ!
൅ ߮ሺ5ሻ

ቀయబ
ఱ
ቁ!

ቀభబ
ఱ
ቁ!ቀభబ

ఱ
ቁ!ቀభబ

ఱ
ቁ!
൅ ߮ሺ10ሻ

ቀయబ
భబ
ቁ!

ቀభబ
భబ
ቁ!ቀభబ

భబ
ቁ!ቀభబ

భబ
ቁ!
ቇ    

	ൌ ଵ

ଷ଴
ሺ5550996791340 ൅ 756756 ൅ 360 ൅ 24ሻ  

	ൌ 185033251616   

5 結論  

本篇論文藉由波利亞計數方法，建立了環狀排列的計數公式。事實上，波利亞計 

數方法，還可以解決各類的計數問題。例如，珠狀排列問題及對稱體的着色問題 

等。 

研究珠狀排列問題，需要瞭解二面體群的結構，本文中未做討論，但它的基本精 

神，和對稱體的着色問題及環狀排列問題都是一樣的，都要找出所有的對稱性， 

構成一個置換群，作用在全體着色集合上。 

循環群為置換群的一個子群，本論文利用循環群得出環狀排列的公式。對於其它 

的對稱體，是否也能從置換群的其它子群，導出計數着色數的簡潔公式? 是值得 

思考的方向。   
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英中文名詞對照表   

英文          中文                       頁碼    

action (of a group)   群的作用                      7     

Burnside theorem   伯恩賽定理                   11     

circular permutation  環狀排列                     20                  

coset         陪集                         10                         

cycle         循環節                        1               

cyclic group    循環群                        1        

cycle index polynomial  循環指標式                    5           

dihedral group       二面體群                     23        

equivalence class   等價類                        8               

equivalence relation  等價關係                      7           

Euler	φ െ function      歐氏函數                      3            

fixed point        固定點                       10               

generator                 生成元                        2 

homomorphism       同態                          7              

inventory        清單                         16                 

modulo         模                            3           

multinomial theorem      多項式定理                   20         

necklace permutation  珠狀排列                     23              

one-to-one function   一對一函數                    7     

onto function    映成函數                      7          

order         階                            1            

pairwise disjoint   兩兩相離                      5            

partition     分割                          8             

p-cycle      p-循環節                      1              

permutation        置換                          1            
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英文                           中文                       頁碼 

permutation group     置換群                        4 

Pólya′s enumeration method     波利亞計數法                  15 

reflexivity          自身性                        7    

stabilizer          穩定子集(群)                  10 

symmetry          對稱性                        7 

transitivity      遞移性                        7         

weight of color         顏色的權重                   15       

weight of coloring        著色圖的權重                 15       

weighted function     權值函數                     17           
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