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摘要 

    本篇論文的主題是藉由討論長度為n的四元數列中，控制一種(0)、兩種

(0,1)、三種(0,1,2)數字出現偶數次(或奇數次)的個數，以較為簡潔的 1 對 1 且映

成的對應算出其數量；而將此種對應推廣至長度為n的k 元數列中，控制一種

(0)、兩種(0,1)、三種(0,1,2)數字出現偶數次(或奇數次)的個數；更進一步猜測長

度為n的k 元數列中，控制 t種數字 ))1(,...,2,1,0( t 出現偶數次(或奇數次)的個數

通式。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

Abstract 

This paper uses bijective functions to obtain the number of quaternary sequences of 

length n with 0 or (0,1) or (0,1,2) being even and/or odd by establishing a system of 

linear equations and solving it using matrices. 

Finally,we generalize it to k-nary sequences of length n. 
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第一章  緒論 

中華民國身分證字號一共有 10 碼，包括起首 1 個大寫的英文字母與接續的 9 個阿拉伯數字。  

而身分證字號規則如下：英文字母是以初次登記的戶籍地來區分編號的， 

字母 ABCDEFGHJKLMNPQRSTUVXYWZIO 分別對應一組二位數(10~35)，  

令其十位數為 1a ，個位數為 2a ；(例如：A→ 11 a , 02 a ；B→ 11 a , 12 a ……)， 

11109876543 aaaaaaaaa 分別代表著緊接而來的 9 個號碼。 

而首位數字則是拿來區分性別，男性為 1、女性為 2，第 3 碼至第 10 碼為一串數字，其滿足

條件如下， 

定義函數 11109876543211121 123456789)...( aaaaaaaaaaaaaaf  ， 

當 )...(10 1121 aaaf ，那這組身分證字號就是可以使用的。 

例如：A123456789，我們可以將它寫為 10123456789，則

13098172635445362718091)91012345678( f ， 

130 是 10 的倍數，也就是說這 1 組是可以使用的。 

再舉 1 個例子：B284793817，我們可以將它寫為 11284793817，這也是可以用的，身分證製

造機便是使用上述規則亂數產生號碼。 

 

仔細看看函數值， )10(mod0123456789 1110987654321  aaaaaaaaaaa ，也就

是說 )10(mod10123456789 1110987654321 aaaaaaaaaaa  ，所以 11a 可視為檢

查碼。 

例如：R123456532，身分證字號的規則中，R 對應的二位數為 25，則

16023152635445362718592)22512345653( f ，但運

算較麻煩，亦可檢查 )10(mod83152635445362718592  ，

)10(mod028  ，那麼這 1 組身分證字號也是可以使用的。 

由身分證字號最後一位的檢查碼，可讓使用者本身在填寫自己的身分證字號時，容易的判別

自己是否填錯，有偵錯的功能。 
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另外編碼理論中的「奇偶校驗位」是一個表示給定位數的二元數列中，「1」的個數是奇數還

是偶數的二元數；奇偶校驗位也是一種最簡單的錯誤檢測碼。 

奇偶校驗位有兩種類型：偶校驗位與奇校驗位。如果一組給定數據「1」的個數是奇數，那麼

偶校驗位就置為 1，從而使得「1」的總個數是偶數。如果給定一組數據「1」的個數是偶數，

那麼奇校驗位就置為 1，使得「1」的總個數是奇數。 

例如： 

 

 

 

綜合上述兩者，可發現當訊息傳遞或密碼設計時，其檢查碼可設計為多種數字成對出現，一

來數字組較不容易被人所利用，二來設計者可容易分辨其真偽，進行偵錯，對戰時的電報傳

送有很大的幫助；另外台灣大約 2300 萬組身分證字號中，每個縣市區域所代表的大寫字母及

第 9 位數字檢查碼扣除後，剩下 8 位數字是足夠且剛好的，因為中間的 8 位數字共可組成 810

個號碼，對最多人口的台北市來說，也是足夠的，但若少 1 位，卻是不足的，多 1 位，卻是

浪費的，所以希望針對長度為n的四元數列中，控制一種(0)，兩種數字(0,1)，三種數字(0,1,2)

出現偶數次的個數方法及通式加以深入討論，再推廣至長度為n的 k 元數列中，控制一種(0)，

兩種數字(0,1)，三種數字(0,1,2)出現偶數次的個數方法及通式，最後再猜測長度為n的 k 元數

列中，控制 t種數字 ))1(,...,2,1,0( t 出現偶數次的個數方法及通式，而求個數的目的是希望藉

由個數通式反推訊息或密碼設計時的位數，而達到最大的效益。 

 

 

 

 

 

 

 

 

帶有校驗位的位元組 7 位數據 
(1 的個數) 偶 奇 
1010001 10100011 10100010 
1011001 10110010 10110011 
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第二章  雙射函數的建立 

一、『長度為n的四元數列中，「0」出現偶數次的個數』。 

1.方法一：分為四類(0 為首，1 為首，2 為首，3 為首) 

 
設長度為n的四元數列中，「0」出現偶數次的個數為 nA ， 

可寫出遞迴關係式： 1
11111

1 42)4( 


  n
nnnnn

n
n AAAAAA ， 1,1, 0  AnNn  

可解出
2

24 nn

nA


  

 

2.方法二：由指數型生成函數可知  
2

)2()4()(
2

)()(
!

3

0

xexexexexex
n
A n

n

n 







 














0

00

!
2

24

2

)2(
!

1)4(
!

1

n

n

nn
n

n

n

n x
n

x
n

x
n

，可解出 0,,
2

24



 nNnA

nn

n  

 

3.方法三：可想成n個座位中選 i2 個位置給「0」，其他位置給「1」或「2」或「3」的方法數，

即為





















  2
2

2
2

4
4

2
20

2

0

2
2 3......3333

nn
n
n

nnnnnn

n

i

inn
in CCCCCA  

已知 n
n

n
n

nnnnnnn CxCxCxCxCx  


1
2

2
1

10 ......)1(  

nnn
n

nnnnnn CCCC 4)13(......333 2
2

1
10        

  nnn
n

nnnnnnn CCCC 2)13()1(......333 2
2

1
10    

2
243......3333 2

2

2
2

4
4

2
20

2

0

2
2

nnnn
n
n

nnnnnn

n

i

inn
in CCCCCA 























  
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4.方法四： 

 
若 ni aaaa ......21 為此長度為n的四元數列的表示法； 

令集合 A：偶數個 0，集合 B：奇數個 0；令 32: 或只有C 的集合，則 AC  ， CB 。 

明顯的 nBA 4  

 

 nBA 2  

設一函數 CBAf : ，其中







10~,......)......(
10,)...1...()......(

12121

2121

或皆不為

或為第一個

nnini

inini

aaaaaaaaaaf
aaaaaaaaaf

， 

則函數 f 為 1 對 1 且映成。 

證明： 

「 11 」： 

(1) 10或為第一個ia  

若 )''...'...'()......( 2121 nini aaaafaaaaf  ，則 ')...'1'...(')...1...( 2121 nini aaaaaaaa   

',...',...','',...'11,...',' 22112211 nniinnii aaaaaaaaaaaaaaaa   

(2) 10~1 或皆不為naa  

若 )''...'...'()......( 2121 nini aaaafaaaaf  ，則 ''...'...'...... 2121 nini aaaaaaaa   

',...',...',' 2211 nnii aaaaaaaa   

由(1)(2)，則 f 為 1 對 1。 

「映成」： 

(1) 10或為第一個ib  

任意 AbbbbBbbbb nini  )...1...(...... 2121  

若 0為第一個ib ，則 11  ib 少一個 0 
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若 1為第一個ib ，則 01  ib 多一個 0 

(2) 10~1 或皆不為nbb  

任意 AbbbbCbbbb nini  ............ 2121  

0 不多不少 

由(1)(2)，則 f 為映成。 

由上述二式可得二元一次方程組







n

n

BA
BA

2
4

，解出
2

24,
2

24 nnnn

BA 



  

即找到一個雙射函數 CBAf : ，其中







10~,......)......(
10,)...1...()......(

12121

2121

或皆不為

或為第一個

nnini

inini

aaaaaaaaaaf
aaaaaaaaaf

 

發現「 0」出現偶數次的個數=「0」出現奇數次的個數 n2 。 

 

實例：長度為 2 的四元數列中，「0」出現偶數次的整數對應如下： 

集合 A(偶數個 0)：00,11,12,13,21,22,23,31,32,33 

集合 B(奇數個 0)：01,02,03,10,20,30 

集合 C(只有 2 或 3)：22,23,32,33 

30)31(,20)21(,03)13(,02)12(,01)11(,10)00(  ffffff  

33)33(,32)32(,23)23(,22)22(  ffff CBAf  : 為 1 對 1 且映成。 









4

16
BA
BA

6,10  BA 。 

 

 

在討論『長度為n的四元數列中，「0」與「1」出現偶數次的個數』前， 

我們定義『長度為n的四元數列中，「〝0〞+〝1〞+〝2〞+…+〝 1m 〞」出現偶數次』的意思

為「0」與「1」與「2」與…與「 1m 」等連續m種整數出現的次數總和為偶數次。 

同理『長度為n的四元數列中，「〝0〞+〝1〞+〝2〞+…+〝 1m 〞」出現奇數次』的意思為 

「0」與「1」與「2」與…與「 1m 」等連續m種整數出現的次數總和為奇數次。 
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二、『長度為n的四元數列中，「0」與「1」出現偶數次的個數』。 

1.方法一：設長度為n的四元數列中，「0」與「1」出現偶數次的個數為 nA  

由指數型生成函數可知   22
2

0

))((
4

)2()0(2)2()(
2

)()(
!

xexeexexexexex
n
A n

n

n 






 




 

4
1

!
2
2

4
4

4

1)2(
!

12)4(
!

1

4
1)2(2)4(

0

00 








 






n

n

nn
n

n

n

n x
n

x
n

x
nxexe

n

n

n

n

n

nn

n

n

nn

x
n
AAx

n
x

n 









1

0

11 !!0!
2
2

4
4

1
!

2
2

4
4

4
1

2
1

4
1

， 

可解出 1,,
2
2

4
4,10  nNnAA

nn

n  

 

2.方法二：可想成n個座位中選 i2 個位置給「0」，再由 in 2 個座位中選 j2 個位置給「1」，其

他位置給「2」或「3」的方法數，即為  




 












2
2

0

2

0

222
22 2

in

j

n

i

jinin
j

n
iCC  

)2()...2(...)2()2( 2
20

0

2
2

2
2

2

2
2

0

222
22

2
2

0

222
22

2
2

0
20

























 








 











 

nn

j

nn

j
n
n

kn

j

jknkn
j

n
k

n

j

jnn
j

njn

n

j

n
j

n CCCCCCCC  

2
13

2
)12()12(2

2

0

2
2
















nnn

n

i

inn
iC  

上式可寫為 )
2

13()...
2

13(...)
2

13()
2

13(
2

2
2

2

2

2

20

























nn

n
n

kn
n
k

n
n

n
n CCCC  

)......(
2
1))3()...3(...)3(3(

2
1

2
2

220
2

2
2

2
2

2
20

n
n

n
k

nn
nn

n
n

knn
k

nnnn CCCCCCCC


















   

2
2

4
4

4
224)

2
)11()11((

2
1)

2
)13()13((

2
1 nnnnnnnn










  

 

3.方法三： 

令集合 :A 偶數個 0 且偶數個 1，集合 :B 偶數個 0 且奇數個 1， 

集合 :C 奇數個 0 且偶數個 1，集合 :D 奇數個 0 且奇數個 1。 
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其中明顯的 nDCBA 4  

 

 nDCBA 2  

令 32: 或只有E 的集合，則 AE  ，  ED  

如同「 0」出現偶數次的求法中，「 0」出現偶數次的個數=「0」出現奇數次的個數 n2  

設 EDCBAf : ，其中







10~,......)......(
10,)...1...()......(

12121

2121

或皆不為

或為第一個

nnini

inini

aaaaaaaaaaf
aaaaaaaaaf

， 

則 f 為 1 對 1 且映成。 

證明： 

「 11 」： 

(1) 10或為第一個ia  

若 )''...'...'()......( 2121 nini aaaafaaaaf  ，則 ')...'1'...(')...1...( 2121 nini aaaaaaaa   

',...',...','',...'11,...',' 22112211 nniinnii aaaaaaaaaaaaaaaa   

(2) 10~1 或皆不為naa  

若 )''...'...'()......( 2121 nini aaaafaaaaf  ，則 ''...'...'...... 2121 nini aaaaaaaa   

',...',...',' 2211 nnii aaaaaaaa   

由(1)(2)，則 f 為 1 對 1。 

「映成」： 

(1) 10或為第一個ib  

任意 AbbbbDbbbb nini  )...1...(...... 2121  
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若 0為第一個ib ，則 11  ib 少一個 0，多一個 1 

若 1為第一個ib ，則 01  ib 多一個 0，少一個 1 

(2) 10~1 或皆不為nbb  

任意 AbbbEbbb nn  ............ 2121 ，0，1 皆不多不少 

由(1)(2)，則 f 為映成。 

nDCBAEDCBA 2  

 

 CB  (很明顯的各數是彼此對稱的) 

設 CBg : ，其中 1,)...1...()......( 2121 為第一個jnjnj aaaaaaaaag  ，則 g為 1 對 1 且映成。 

證明： 

「 11 」： 

若 )''...'...'()......( 2121 nini aaaagaaaag  ，則 ')...'1'...(')...1...( 2121 nini aaaaaaaa   

',...,',...,','',...,'11,...,',' 22112211 nniinnii aaaaaaaaaaaaaaaa 

，則 g為 1 對 1。 

「映成」： 

若 0為第一個ib ，任意 BbbbbCbbbb nini  )...1...(...... 2121  

 0為第一個ib ， 11  ib 少一個 0，多一個 1 ，則 g為映成。 

CB   

 

 CBDA   

設 CBDAh : ，其中 nn aaaaaah ...)3()...( 2121  ，則h為 1 對 1 且映成。 

證明： 

先證「well-defined」： 

(1)若 01 a ，則 33 1  a  

(2)若 11 a ，則 23 1  a  
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(3)若 21 a ，則 13 1  a  

(4)若 31 a ，則 03 1  a  

「 11 」： 

若 ''......)'3(......)3()''......'()......( 21212121 nnnn aaaaaaaaahaaah   

',...',...','',......,','33 22112211 nniinn aaaaaaaaaaaaaa  ，則h為 1 對 1。 

「映成」： 

任意 CBbbbb ni ......21 DAbbb n  ......)3( 21  

(1)若 01 b ，則 33 1  b 少一個 0 

(2)若 11 b ，則 23 1  b 少一個 1 

(3)若 21 b ，則 13 1  b 多一個 1 

(4)若 31 b ，則 03 1  b 多一個 0 

 nnn bbbbbbbbbh ............))3(3()......)3(( 212121  ，則h為映成。 

CBDA   

由上述四式可得四元一次方程組
















0   
0                   
2      
4     

DCBA
CB

DCBA
DCBA

n

n

， 

更進一步由 CB  ，可更簡捷的列出三元一次方程組












02
2            
42 

DBA
DA
DBA

n

n

 

可得
2
2

4
4 nn

A  ，
4
4n

CB  ，
2
2

4
4 nn

D  。 

即找到三個雙射函數 CBAf : ，其中







10~,......)......(
10,)...1...()......(

12121

2121

或皆不為

或為第一個

nnini

inini

aaaaaaaaaaf
aaaaaaaaaf

 

CBg : ，其中 1,)...1...()......( 2121 為第一個jnjnj aaaaaaaaag   

CBDAh : ，其中 nn aaaaaah ...)3()...( 2121   

發現「 0」出現偶數次的個數=「0」出現奇數次的個數 n2  

及「〝0〞+〝1〞」出現偶數次的個數=「〝0〞+〝1〞」出現奇數次的個數。 
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實例：長度為 2 的四元數列中，「0」與「1」出現偶數次的整數對應如下： 

集合 A(偶數個 0 且偶數個 1)：00,11,22,23,32,33 

集合 B(偶數個 0 且奇數個 1)：12,13,21,31 

集合 C(奇數個 0 且偶數個 1)：02,03,20,30 

集合 D(奇數個 0 且奇數個 1)：01,10 

集合 E(只有 2 或 3)：22,23,32,33 

33)33(,32)32(,23)23(,22)22(,01)11(,10)00(  ffffff  

30)31(,20)21(,03)13(,02)12(  ffff EDCBAf  : 為 1 對 1 且映成。 

30)31(,20)21(,03)13(,02)12(  gggg CBg  : 為 1 對 1 且映成。 

20)10(,31)01(,03)33(,02)32(,13)23(,12)22(,21)11(,30)00(  hhhhhhhh  

CBDAh  : 為 1 對 1 且映成。 














02
2            
42 

2

2

DBA
DA
DBA

2,4,4,6  DCBA  

 

三、『長度為n的四元數列中，「0」與「1」與「2」出現偶數次的個數』。 

我們省略上述一、二、中的其他種方法，以本文的重點方法為主 

可由「0」與「1」與「2」的個數奇偶性分類為以下 8 個集合 

令集合 :A 偶數個 0 且偶數個 1 且偶數個 2，集合 :1B 奇數個 0 且偶數個 1 且偶數個 2， 

集合 :2B 偶數個 0 且奇數個 1 且偶數個 2，集合 :3B 偶數個 0 且偶數個 1 且奇數個 2， 

集合 :1C 偶數個 0 且奇數個 1 且奇數個 2，集合 :2C 奇數個 0 且偶數個 1 且奇數個 2， 

集合 :3C 奇數個 0 且奇數個 1 且偶數個 2，集合 :D 奇數個 0 且奇數個 1 且奇數個 2。 

8 個未知數需要 8 個方程式來解聯立，但明顯的 321 BBB  ， 321 CCC   

可由前例看出，只需 4 個未知數，解 4 個方程式即可。 

其中明顯的 nDCCCBBBA 4321321   

 nDCBA 433 11   
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 nDCBA 211   

由「0」出現偶數次的個數=「0」出現奇數次的個數 n2  

nn DCBADCCBCBBA 22 11321132   

 

 011  DCBA  

由「〝0〞+〝1〞」出現偶數次的個數=「〝0〞+〝1〞」出現奇數次的個數 

011212133  DCBACCBBDCBA  

 

 nDCBA )2(33 11   

由「3」出現偶數次的個數=「3」出現奇數次的個數 n2 ，可知 

(1) kn 2  

「〝0〞+〝1〞+〝2〞」出現偶數次的個數=「〝0〞+〝1〞+〝2〞」出現奇數次的個數 n2  

(2) 12  kn  

「〝0〞+〝1〞+〝2〞」出現偶數次的個數=「〝0〞+〝1〞+〝2〞」出現奇數次的個數 n2  

「〝0〞+〝1〞+〝2〞」出現偶數次的個數=「〝0〞+〝1〞+〝2〞」出現奇數次的個數 n)2(  

nn DCBADBBBCCCA )2(33)2( 11321321   

由上述四式可得四元一次方程組
















n
11

11

11

11

2)( 33   
0            
2            
4     33

DCBA
DCBA
DCBA
DCBA

n

n

 

可得
8

)2(234 nnn

A 
 ， 

8
)2(24

321

nnn

BBB 
 ， 

8
)2(24

321

nnn

CCC 
 ， 

8
)2(234 nnn

D 
 。 
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第三章  方程組的建立 

由 1 對 1 且映成的對應方法已無法面對較多限制條件的情況，因此在針對「長度為n的 k 元

數列」前，可由前一章方程式的常數項係數中，觀察得出一個性質， 

即『長度為n的 k 元數列中，「〝0〞+〝1〞+〝2〞+…+〝 1m 〞」出現偶數次的個數』與 

『長度為n的 k 元數列中，「〝0〞+〝1〞+〝2〞+…+〝 1m 〞」出現奇數次的個數』 

有一規則性關係，如下所述。 

 

性質：『長度為n的 k 元數列中，「〝0〞+〝1〞+〝2〞+…+〝 1m 〞」出現偶數次的個數』等

於『長度為n的 k 元數列中，「〝0〞+〝1〞+〝2〞+…+〝 1m 〞」出現奇數次的個數』 nmk )2(  。 

證明： 

「〝0〞+〝1〞+〝2〞+…+〝 1m 〞」出現偶數次的個數等於










 
2

0

22
2

44
4

22
20 )(......)()()(

n

i

inin
i

nnnnnn mkmCmkmCmkmCmkC  

「〝0〞+〝1〞+〝2〞+…+〝 1m 〞」出現奇數次的個數等於













 
2

0

)12(12
12

55
5

33
3

11
1 )(......)()()(

n

i

inin
i

nnnnnn mkmCmkmCmkmCmkmC  

   
2

)2(
2
)(

2
)()(

2

0

22
2

nnnn
n

i

inin
i

mkkmmkmmkmkmC 
















  

   
2

)2(
2
)(

2
)()(

2

0

)12(12
12

nnnn
n

i

inin
i

mkkmmkmmkmkmC 

















  

由此可知： 

『長度為n的 k 元數列中，「〝0〞+〝1〞+〝2〞+…+〝 1m 〞」出現偶數次的個數』等於 

『長度為n的 k 元數列中，「〝0〞+〝1〞+〝2〞+…+〝 1m 〞」出現奇數次的個數』 nmk )2(  。 

 

以下便針對「長度為n的 k 元數列」探討「控制 t種數字 ))1(,...,2,1,0( t 出現偶數次的個數」 

方法及通式。 
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一、『長度為n的 k 元數列中，「0」出現偶數次的個數』。 

同理，令集合 A：偶數個 0，集合 B：奇數個 0。 

則滿足 

 nkBA   

 nkBA )2(   

由性質可知，「0」出現偶數次的個數 「0」出現奇數次的個數 nk )2(   

由上述二式可得二元一次方程組







n

n

kBA
kBA

)2(
，解出

2
)2(,

2
)2( nnn kkBkkA 




 。 

 

二、『長度為n的 k 元數列中，「0」與「1」出現偶數次的個數』。 

同理，令集合 :A 偶數個 0 且偶數個 1，集合 :1B 偶數個 0 且奇數個 1， 

集合 :2B 奇數個 0 且偶數個 1，集合 :C 奇數個 0 且奇數個 1。 

則滿足 

 nkCBA  12  

 nkCA )2(   

由性質可知，「0」出現偶數次的個數 「0」出現奇數次的個數 nk )2(   

 nkCBA )4(2 1   

由性質可知，「〝0〞+〝1〞」出現偶數次的個數 「〝0〞+〝1〞」出現奇數次的個數 nk )4(   

由上述三式可得三元一次方程組













n

n

n

kCBA
kCA

kCBA

)4(2
)2(            

          2 

1

1

，可得 

4
)4()2(2 nnn kkkA 

 ， 

4
)4(

21

nn kkBB 
 ， 

4
)4()2(2 nnn kkkC 

 。 
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三、『長度為n的 k 元數列中，「0」與「1」與「2」出現偶數次的個數』。 

同理，令集合 :A 偶數個 0 且偶數個 1 且偶數個 2，集合 :1B 奇數個 0 且偶數個 1 且偶數個 2， 

集合 :2B 偶數個 0 且奇數個 1 且偶數個 2，集合 :3B 偶數個 0 且偶數個 1 且奇數個 2， 

集合 :1C 偶數個 0 且奇數個 1 且奇數個 2，集合 :2C 奇數個 0 且偶數個 1 且奇數個 2， 

集合 :3C 奇數個 0 且奇數個 1 且偶數個 2，集合 :D 奇數個 0 且奇數個 1 且奇數個 2。 

則滿足 

 nkDCBA  11 33  

 nkDCBA )2(11   

由性質可知，「0」出現偶數次的個數 「0」出現奇數次的個數 nk )2(   

 nkDCBA )4(11   

由性質可知，「〝0〞+〝1〞」出現偶數次的個數 「〝0〞+〝1〞」出現奇數次的個數 nk )4(   

 nkDCBA )6(33 11   

由性質可知， 

「〝0〞+〝1〞+〝2〞」出現偶數次的個數 「〝0〞+〝1〞+〝2〞」出現奇數次的個數 nk )6(   

由上述四式可得四元一次方程組

















n
11

11

11

11

6)(k33
)4(         
)2(             

   33  

DCBA
kDCBA
kDCBA
kDCBA

n

n

n

，可得 

8
)6()4(3)2(3 nnnn kkkkA 

 ， 

8
)6()4()2(

321

nnnn kkkkBBB 
 ， 

8
)6()4()2(

321

nnnn kkkkCCC 
 ， 

8
)6()4(3)2(3 nnnn kkkkD 

 。 

以此類推，……  
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四、『長度為n的 k 元數列中，「0」與「1」與「2」與……「 1t 」( kt  )出現偶數次的個數』。 

可分成 1t 類集合，如下： 

令集合 :tA 「0」與「1」與「2」與……與「 1t 」等 t種數皆為偶數個， 

集合 :1tA 某 1t 種數有偶數個，其餘一種數有奇數個， 

集合 :2tA 某 2t 種數有偶數個，其餘二種數有奇數個， 

集合 :3tA 某 3t 種數有偶數個，其餘三種數有奇數個， 

  

集合 :jA 某 j種數有偶數個，其餘 jt  種數有奇數個， 

  

集合 :2A 某兩種數有偶數個，其餘 2t 種數有奇數個， 

集合 :1A 某一種數有偶數個，其餘 1t 種數有奇數個， 

集合 :0A 「0」與「1」與「2」與……與「 1t 」等 t種數皆為奇數個。 

則滿足 

 nt
j

t
jt

t
tt

t
tt

t
t kACACACACAC   002211 ......  

 nt
j

t
j

t
jt

t
t

t
tt

t
t

t
tt

t
t kACACCACCACCAC )2(...)(...)()( 0

1
0

11
12

1
2

1
31

1
1

1
2

1
1  















  

由「0」出現偶數次的個數=「0」出現奇數次的個數 nk )2(   

 









 )......( 1

1
0

1
12

1
31

1
2

1
1 ACACACACAC t

j
t
jt

t
tt

t
tt

t
t

ntt
j

t
jt

t
tt

t
t kACACACACAC )2()......( 0

1
01

1
1

1
2

1
21

1
1  






  

 ...)(...)()( 2
1

2
1

22
22

2
3

2
1

2
2

2
41

2
2

2
1

2
3

2
2  





















 j

t
j

t
j

t
jt

t
t

t
t

t
tt

t
t

t
tt

t
t ACCCCACCCCACCCAC

nt kAC )4(0
2

0    

由「〝0〞+〝1〞」出現偶數次的個數=「〝0〞+〝1〞」出現奇數次的個數 nk )4(   

 

 
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ⓘ ...)()( 21122111  
















 t

it
it

iit
it

iit
itt

it
it

iit
itt

it
it ACCCCCACCCAC  

......)](...)[( 55331144220  















 j

it
ij

iit
ij

iit
ij

iit
ij

iit
ij

iit
ij

i ACCCCCCCCCCCC

niti
i

i ikACC )2()1( 00  
 

由「〝0〞+〝1〞+〝2〞+…+〝 1i 〞」出現偶數次的個數= 

「〝0〞+〝1〞+〝2〞+…+〝 1i 〞」出現奇數次的個數 nik )2(   

  

ⓣ
ntt

j
t
j

jt
t

t
tt

t
tt

t
t tkACACACACAC )2()1(...)1(... 002211  

  

由「〝0〞+〝1〞+〝2〞+…+〝 1t 〞」出現偶數次的個數= 

「〝0〞+〝1〞+〝2〞+…+〝 1t 〞」出現奇數次的個數 ntk )2(   

 

由上述 1t 式可得 1t 元一次方程組 

























































nt
t

t
j

t
jt

jt
t

t
t

t

nt
j

t
j

t
j

t
jt

t
t

t
tt

t
t

nt
j

t
j

t
jt

t
t

t
tt

t
t

nt
j

t
jt

t
tt

t
t

tkACACACAC

kACACCCACCAC
kACACCACCAC

kACACACAC

)2()1(...)1(...

)4(...)2(...)2(
)2(...)(...)(

......

0110

0
2

0
2
1

22
21

2
2

2
3

2
2

0
1

0
11

11
1
1

1
2

1
1

0011



                                                          

令第ⓘ式的 jA 係數為 )0,0( tjtiaij  ， 

其中 ija 為「 j種數有偶數個，其餘 jt  種數有奇數個」的情形下，「〝0〞+〝1〞+〝2〞+…+

〝 1i 〞」出現偶數次的個數減去「〝0〞+〝1〞+〝2〞+…+〝 1i 〞」出現奇數次的個數。 

可利用矩陣表示為












































































































n

n

n

n

n

j

t

t

t

ttjtttttt

iijtitiit

jttt

jttt

jttt

tk

ik

k
k
k

A

A

A
A
A

aaaaa

aaaaa

aaaaa
aaaaa
aaaaa

)2(

)2(

)4(
)2(

0

2

1

0)2()1(

0)2()1(

202)2(2)1(22

101)2(1)1(11

000)2(0)1(00























 

 



‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

 - 17 - 

為了符號便利且敘述簡便，可針對各種數字出現奇數個的狀況而言，而改令 

集合 :0 tAB  「0」與「1」與「2」與……與「 1t 」等 t種數皆為偶數個， 

集合 :11  tAB 某 1t 種數有偶數個，其餘一種數有奇數個， 

集合 :22  tAB 某 2t 種數有偶數個，其餘二種數有奇數個， 

集合 :33  tAB 某 3t 種數有偶數個，其餘三種數有奇數個， 

  

集合 :jtj AB  某 jt  種數有偶數個，其餘 j種數有奇數個， 

  

集合 :22 ABt  某兩種數有偶數個，其餘 2t 種數有奇數個， 

集合 :11 ABt  某一種數有偶數個，其餘 1t 種數有奇數個， 

集合 :0ABt  「0」與「1」與「2」與……與「 1t 」等 t種數皆為奇數個。 

則滿足 

 n
t

t
tj

t
j

ttt kBCBCBCBCBC  ......221100  

 n
t

t
tj

t
j

t
j

ttttt kBCBCCBCCBCCBC )2(...)(...)()( 1
1

1
1

1
2

1
1

1
21

1
0

1
10

1
0  





  

 ...)(...)()( 2
1

2
1

2
2

2
2

2
1

2
1

2
0

2
21

2
0

2
1

2
10

2
0  






j

t
j

t
j

t
j

tttttt BCCCCBCCCCBCCCBC

n
t

t
t kBC )4(2

2  
  

 

ⓘ ...)()( 211022101100   BCCCCCBCCCBC itiitiititiitit   

n
t

i
i

i
j

it
j

iit
j

iit
j

iit
j

iit
j

iit
j

i ikBCBCCCCCCCCCCCC )2()1(......)](...)[( 55331144220  















 

  

ⓣ
n

t
t
t

t
j

t
j

jttt tkBCBCBCBCBC )2()1(...)1(...221100   

 

由上述 1t 式可得 1t 元一次方程組如下： 
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








































n
t

t
t

t
j

t
j

jtt

n
t

t
tj

t
j

t
j

t
j

ttt

n
t

t
tj

t
j

t
j

ttt

n
t

t
tj

t
j

tt

tkBCBCBCBC

kBCBCCCCBCCCBC
kBCBCCBCCBC

kBCBCBCBC

)2()1(...)1(...

)4(...)(...)(
)2(...)(...)(

......

1100

2
2

2
1

2
1

2
2

2
1

2
0

2
1

2
10

2
0

1
1

1
1

1
1

1
0

1
10

1
0

1100



 

令第ⓘ式的 jB 係數為 )0,0( tjtibij  ， 

其中 ijb 為「 jt  種數有偶數個，其餘 j種數有奇數個」的情形下，「〝0〞+〝1〞+〝2〞+…+

〝 1i 〞」出現偶數次的個數減去「〝0〞+〝1〞+〝2〞+…+〝 1i 〞」出現奇數次的個數。 

即 it
kj

i
k

t

k

kit
j

iit
j

iit
j

iit
j

iit
j

iit
j

i
ij CCCCCCCCCCCCCCb 



















  
0

55331144220 )1(...)(...)(  

可表示為






























































































n

n

n

n

n

t

j

tttjttt

itijiii

tj

tj

tj

tk

ik

k
k
k

B

B

B
B
B

bbbbb

bbbbb

bbbbb
bbbbb
bbbbb

)2(

)2(

)4(
)2(

2

1

0

210

210

22222120

11121110

00020100























 

則我們可知，若





























tttjttt

itijiii

tj

tj

tj

bbbbb

bbbbb

bbbbb
bbbbb
bbbbb















210

210

22222120

11121110

00020100

的反方陣存在， 

則































































































n

n

n

n

n

tttjttt

itijiii

tj

tj

tj

t

j

tk

ik

k
k
k

bbbbb

bbbbb

bbbbb
bbbbb
bbbbb

B

B

B
B
B

)2(

)2(

)4(
)2(

1

210

210

22222120

11121110

00020100

2

1

0





















 。 

如此的運算可用程式跑出答案，底下將介紹另一種矩陣解此方程組的方法。 
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第四章  矩陣解方程組 

而為解方程組，發現解的係數有規則的變化，如下： 

對『長度為n的 k 元數列中，「0」出現偶數次的個數』 

所產生的二次方程組







n

n

kBA
kBA

)2(
而言， 

可寫成 









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同理，對『長度為n的 k 元數列中，「0」與「1」出現偶數次的個數』 

所產生的三次方程組
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同理，對『長度為n的 k 元數列中，「0」與「1」與「2」出現偶數次的個數』 

所產生的四元方程組
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因此猜測對『長度為n的 k 元數列中，「0」與「1」與「2」與……「 1t 」( kt  )出現偶數次

的個數』所產生的 1t 元方程組， 
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例：『長度為n的十元數列中，「0」與「1」與「2」與……「9」出現偶數次的個數』。 
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由上例看來，猜測似乎正確，但我尚未整理出此結論的證明，也是本文可惜之處，但仍可由
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我猜測應為真，只待以後證明。 

 

到目前為止，本文的重點告一段落，而本文所強調的作法由下例統整呈現。 

例：『長度為n的四元數列中，「0」與「1」與「2」與「3」出現偶數次的個數』。 
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(3)建立矩陣 
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(4)矩陣求解 
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nnnnnnnn

B 



  

當n為奇數時， 00 B  

當n為偶數時，
16

24420

nn

B 
  

當 2n 時， 4
16
322

16
2442

22

0 


B  

列舉法可知即為 00,11,22,33，共 4 種，與結論是相同的。 
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當 4n 時， 40
16

642562
16

2442
44

0 





B  

列舉法可知即為 0000,0011,0022,0033,1111,1122,1133,2222,2233,3333，再行排列， 

共 40364
!2!2

!46
!4
!44  種，與結論是相同的。 

6n , 8n ……以此類推， 

由此方法可較為快速並同時求出各種限制條件的個數，至於控制的數字變多時，目前用矩陣

解方程組運算上較為麻煩，建議用程式運算跑出答案。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

 - 25 - 

第五章  結論 

本文主要是解決『長度為n的四元數列中，控制一種(0)，兩種數字(0,1)，三種數字(0,1,2)出現

偶數次(或奇數次)的個數』，使用的方法是建立雙射函數並使用方程式組求解，是一種中學生

能淺顯易懂的作法，進而推廣至『長度為n的 k 元數列中，控制 t種數字 ))1(,...,2,1,0( t 出現

偶數次(或奇數次)的個數』，使用的方法是建立矩陣 CBX  ，而得 BCXB 2 ，且若B可逆，

便可得出 BCBX 12 )(  。 

其中 B
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:ijb 「 jt  種數有偶數個， j種數有奇數個」的情形下，「〝0〞+〝1〞+〝2〞+…+〝 1i 〞」出

現偶數次的個數減去「〝0〞+〝1〞+〝2〞+…+〝 1i 〞」出現奇數次的個數， 

即 it
kj

i
k

t

k

kit
j

iit
j

iit
j

iit
j

iit
j

iit
j

i
ij CCCCCCCCCCCCCCb 
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  
0

55331144220 )1(...)(...)( ， 

:jB 控制 jt  種數有偶數個， j種數有奇數個的集合。 

 

當控制的數較少時，可利用紙筆操作，當控制的數多時，可利用程式跑出答案，且各種限制

條件皆可藉由此方程組的列式而一併獲得解決，這是有效率的解決各種數字出現偶數次(或奇

數次)的個數的一種方法，也節省了不少時間，但仍有計算上的麻煩，因此更期待的是希望能

將上一章的結論給證明，得出一般的通式，並能以較簡單的組合模型表達出答案，如此更能

被中學生所接受，這也是我仍須努力的目標；另外對於控制多種數字，1 對 1 且映成的方法

變的複雜，但仍有數學情境上的優勢及簡便性，希望能找到一種雙射對應對所有的 t值皆成

立，如此更能展現出威力，這也是我期待能獲得改善的地方。 
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